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可积与不可积系统的量子对称性方法

常 哲

(中国科学院高能物理研究所
,

北京 1 0 0 0 3 9)

〔摘要 ] 可积系统是理论物理学最活跃的研究领域之一
,

在几十年的过程中发展了一系列成熟

的理论方法
,

极大地推动了物理学的发展
。

量子群与量子对称性是可积系统研究的最新发展
,

在广泛的物理问题中有重要的应用
。

实际上
,

量子对称性已经超越可积系统的原来框架
,

也已

成为解决不可积问题的重要手段
。

我们试图评述量子群的引入背景
、

量子群理论
,

特别是量子

对称性研究的最新结果
。

〔关镇词 ] 量子对称性
,

量子群
,

Y an g
一

B ax et
r
方程

,

可积系统

引 言

自然界中到处都有对称性
。

对很多物体来说
,

左右对称性有时是明显的
。

也许人类的祖

先很早就注意到了我们生活中的对称性
。

但是
,

只利用对称性来确定物质运动行为的历史并

不是很长
,

只是在现代物理学 中对称性才确立了其无可替代的地位
。

在近代物理学中
,

对称

性与可观测量或不可观测量联系在一起
。

说一系统具有时空平移不变性
,

等同于该系统能量

及动量守恒
,

而旋转不变的系统一定是角动量守恒的
。

由于物质运动的复杂性
,

很难了解物

质运动的详细情况
,

有些情况下甚至是不可能的
,

如基本粒子内部的夸克运动等
。

这时
,

物

理学家的唯一武器也许就是对称性了
。

漫步今天的物理学无处不看到对称性的影子
,

可以不

过分地说
,

现代物理学是伴随着对称性的研究而发展的
。

点群的分类与表示是固体物理学的

基础 ; 共形不变性是理解临界现象与超弦理论的关键 ; 没有 么正么模群就根本谈不上高能物

理的所谓标准模型
。

但是
,

无论所研究的系统多么复杂多变
,

从数学结构上讲这些对称性研

究的工具都是群论
。

近年来
,

一种新的对称性— 量子对称性及其数学结构量子群的研究波及物理与数学界

的方方面面
。

而量子群实际上并非群甚至连半群都谈不上
,

只是由于历史的原因才被冠之于

量子群这一屡遭误解的名字
。

量子群的引入与可积系统的研究紧密联系在一起
。

i 可积系统与 v a n g
·

B a x t e r 方程

1 9 6 7 年
,

杨振宁先生 〔’ 〕仔细地研究 了一类具 占势的一维量子场论问题
。

利用 eB
t he

nA sa t : 方法
,

杨振宁先生证明
,

如果算子 R ( u )满足某种关系式就可以得到这类问题的严格

解
。

B ax et :
教授在有关八顶角模型的论文中〔2 〕得到关于顶角的玻尔兹曼权重因子 w (从

, 。 ` ,
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戊
, a ,

} 。 )的 一组关系式
。

如果把 R ( 。 )与 w (月
, 。 ,

洲
, 。 `

} 、 )理解为张量乘积 空间 v 即的算

子卿 ( 。 )
,

在 v ⑧ 3
中可以把它们统一写成

吸 2 ( u ) 贸1 3 ( u + v ) 几 3 ( v ) = 几 3 ( v )乳 3 ( u + v )吸 2 ( u )

这就是通常形式的 Y an g
一

B ax et :
方程

。
Y an g

一

B ax et r
方程一般表示 为系统的可积条件

。

一 旦

得到一组 Y an g
一

aB xt er 方程解
,

问题也就随之得到解决
。

从而
,

Y an g
一

aB xt er 方程成 为可积

系统的 主导方程
,

求解 Y an g
一

B ax et r
方程也就成为研究可积问题的重要课题

。

以致有人评论

说
,

70 年代 Y an g
一

M ill S
理论改变 了整个高能物理理论

,

Y an g
一

B ax t er 方程则构成 90 年代理

论物理学最重要的研究课题
。

Y an g
一

M m s
理论与 Y an g

一

B ax t er 方程是杨振宁先生对物理学的

两个划时代的重要贡献
。

Y an g
一

B ax et r
方程是一组非线性算子方程

,

求解非常困难
,

杨振宁先生得到 了它的第一

个解
,

以后经过长期努力又求得一系列个别解
。

80 年代以后
,

D r inf el
’

d 与 iJ m bo 等人 3[] 开

始探讨 Y an g
一

B ax et
r

方程的系统解方法
。

人们注意到
,

Y an g
一

B ax et r
方程 的一类重要解包含一

个额外参数 袱量子化参数 )
,

如果在量子化参数的零点附近对这类解作展开
,

就得到狱
u ,

幻

的经典极限
:

( u) 满足的一个较简单的方程— 经典 Y an g
一

B ax et :
方程

。

利用李代数的表示

论 可以得到一类经典 Y an g
一

aB xt er 方程解的完整分类
。

正是这一成功促使人们构造一种新的

数学结构
,

它的表示可以给出 Y a n g
一

B ax et r
方程的系统解

。

这也就是
“

量子群
”

命名的历史

缘由
。

一旦引进了量子群理论
,

Y an g
一

B ax t er 方程的研究也就突破了可积 系统的范畴
,

成 为

物理与数学界广泛关注的问题
。

2 量子群理论

域 c 上的一个代数是包含两个线性运算
:

乘法 m 与单位 , 的线性空间 A
,

m
:
A ⑧ A ~ A

,

, :
C~ A

,

并满足结合律
,

存在单位元
。

当涉及到表示 的张量积时还要引进另外一个线性运

算
:

余乘积 △ :
A 一 A ⑧ A

。

余乘积为满足余结合律的代数同胚
。

如果再引进余单 位运算
。 : A

一 , C
,

满足 (记⑧。 )△ = ( 。⑧ id) △ 二 id
,

则我们构成一个双代数
。

与每个群元素都有逆这样一个事

实相联系
,

有些双代数有一个被称为 an it oP de 的运算 s
:
A ~ A

。

A nt ipo d e
满足 m ( s 断 d) △ =

m i(d ⑧ )S △ = 刀 。 。 。

这样一类双代数被称为 H叩 f 代数
。

一个李代数 g 的包络 U ( g )加果定
义乘法 为普通乘法

,

△ ( x ) = x ⑧ 1 + 1⑧ x
,

, ( a ) = a l
, 。 ( 1 ) = 1

, 。 ( x ) = o ( x 笋 1 )
,

s ( x ) = 一 x
,

则构成一个 H叩 f 代数
。

李双代数是一个具有满足 1
一 。oc yc le 条件的余反对称运算 沪的李代数

。

李双代数 ( A (。 )
,

阴 (。 )
,

△ (。 )
,

, (。 )
, 。 (。 )

,

沪)的量子化是环 C [ [下〕〕上的非余交换代数 ( A
,

m
,

△
,

,
, 。 )

。

一个通常

的李单代数或非扭曲仿射 K ac
一

M oo d y 代数 g 的 oB elr 包络子代数 u
+

( g )与 u
一

( g )的量子化

对应被记作 U才(
g )与 U奋( g )

。

对一个 H叩 f代数 ( A
,

m
,

乙
,

,
, 。 ,

5 )可以用递推法定义高阶

余乘法 △ (
凡 一 ` ) : A ~ A ⑧

凡

[△( ` ) = △
,

△ (
”
) = (△⑧ i d ) o △ (

” 一 ` ) ]
。

一般情况下
,

对两个 H o p f 代数

A 与 B 及满足下列条件的非退化双线性形式 ( <…
, ,

二
>

:
A x B ~ C )

,

<
a ’ ,

bj b
*
> = <△

, ( a ` )
,

bj ⑧ b* >
,

<
a ` a , ,

b *
) = (

a , ⑧ a ` ,

△。 ( 占乏 ) )

<I A ,

bj > = 。。 ( b
:

)
,

(
a ` ,

1。 > 一 。 , ( a
`
)

,

<爪 ( a ` )
,

s 。 (戈)> 二 (
a ` ,

bj >

可以证明如下定理
:

存在唯一的 ( A
,

B
,

<…
,

一 > )的量子偶 D
,

满足
:

( 1 )
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A 与 B 都是 D 的 H叩f 子代数 ;

如果 { aa }与 {外 }分别是 A 与 B 的基
,

那么乘积 {矿 怖 }则构成 D 的一组基 ;

对于 。 `任 A
,

bj 任 B
,

和习 。 !
(` ’⑧ a “ 2 ’⑧ a “ ” 二△肾’ (

a ` )
,

艺 bj ( 1 )⑧ bj ( 2 )②乞( 3 )三△瞥’ ( b
,

)
,

有 乞
a ` = 习 <

。 ` ( ` )
,

s (戈( 1 ) )> <
。 :

( 3 )
,

bj ( 3 )>
a ` ( 2 ) bj ( 2 ) 任 D

。

( U矛( g )
,

U于( g )
,

...(
,

… > )的量子偶 D 加上约束公代 t 任 U矛( g )〕
= q矛叹 〔任 U J ( g ) 〕就

得到了量子群 矶 ( g )[
’ 〕 ,

〔H
: ,

城 ] = o
,

「H 、 ,

X广]
= 士 a o X广

,

〔X 广
,

X丈] = 占。 [ H
`
]
。 , ,

[ X广
,

X劳

云
( 一 1 ) 仇

!
`
采

“ 红

{
。 :

`X
广)

` 一 “ 。 一 m x 广( X广)
m = o

,

( i笋 j )

△ ( H 、 ) 二 从② 1 + 1@ H
、 ,

△ ( x 产) 二 x 户②了
,

十 q ,一 代⑧ x 产

。 (从 ) = o = 。 ( X
: 士 )

,

S ( H 、 ) = 一 从
,

s ( x
: 土 ) = 一 。 一 艺八 x

: 土 。艺
,
H

,

这里我 门̀使用了这样的记号 价 一

抓 !刹
。 -

3 量子对称性

[
n
]
。
!

刀砚

〔n 一 m ]
。
!

,

[ m 」
。 =

卜 0 i f a 。 = o

( 2 )

q阴 一 q 一 m

一 1

q 一 q

除了晶体的点群对称性等静止对称性以外
,

我们了解的大多数物理对称性是运动系统的

对称性
。

李政道先生在谈到运动 系统的对称性时曾形象地拿一支铅笔在一张 白纸上左右晃动

而阐述左右的大致对称性
。

实际的物理对称性少有是绝对的对称性
。

新的研究方法可以发现

新的对称性
。

某种对称性破缺的系统却可能存在另外一种对称性
,

这也正是对称性研究的魅

力所在
。

量子群的引进给物理学家研究新的物理系统对称性提供了有力的工具
。

一般称系统

的量子群对称性为量子对称性
。

量子对称性的研究使得量子群从单纯 Y an g
一

B ax et r
系统解构

造的工具而转变为广泛物理领域关注的焦点
。

3
.

1 经典与量子动力系统

一类经典系统— 纯 自旋系统 ( p ur e 一

sP in sy st e m s )可 以由相对 刚体标架坐标的角动量分

量 J ` 唯一地确定
。

对这类系统
,

利用广义泊松括号及导数规则可 以得到标准哈密顿形式的运

动方程 [4 ]
。

变形对称陀螺的哈密顿量为

、 一

淤小 h(J
: ·

小 些恶票买)
,

、 一 了
( 3 )

它的相空间与辛形式 由下式给出

M 、
:

户。
`

些恶森辈
一 J ;

,

豆
g 一

协叭 八

+dsJ 俩
八

价

J
。 二

s i n h yj o

“ “ 一

万商薪
at n h yJ 3

, _ .

一二二

一
试产1 八丙

I

标准过程给出基本广义泊松括号

[J 库
,

J’-- 〕BGP
二

s i n hZ yJ 3

s i n h y
〔J 3

,

J生〕BGP
= 士 订土

( 4 )
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对上面的代数关系采用预量子化方法可以 引进 H叩f 运算
,

这也就是所谓的 S认
,

、一。 ( 2) 量子

群汇
’ 〕

,

它给出人们熟悉的对称陀螺运动方程
。

利用几何量子化方法
,

我们可以把上面的讨论推广到量子对称陀螺系统
。

形变量子对称

陀螺的哈密顿量与其本征值为

人2
( I 一 I

。

)
, ,

2

tH
,

= 一 一又二下
~

—
、

J
: 十

石 1 1 3
六 (孟协厂

’ ·

j
’ 一

+ 〔j
’ 3 l

q

〔j
` 3 + ` ’ q ’

景
“ 2 K 2

( 5 )

珠 六[ J 」
。 〔J + ` 〕。 十

量子形变陀螺的能量本征值有非常明确的物理含义
,

形变参数 。 对应系统的非线性修正
。

这

对陀螺分子 的精细光谱结构给出了一种可能的解释
。

3
·

2 可积格点模型

六顶角模型的 Y an g
一

B ax et :
方程谱参数解 州 u)

,

使得转移矩阵
, (

”
) ( u )可作为守恒量的

产生泛函困
。

而 , (
“
) ( u) 的作用空间 v ⑧ 从

可认定为一维量子系统的希尔伯特空间
。 ,

闭 ( u)

与 · ` · ’ ( 勺 )的对易性导致无穷多量 、 〔一
鑫

10 9 · ` · ’ ( · , ,
。

一 ,相互对 易
。

如果令 残 为该量子

系统的哈密顿量
,

我们得到与 肖 对易的无穷多守恒量
。

这种方式得到的哈密顿量形式为

《 一 牛 交
。 ,

5 1 `生刀 刃万

e ,
= 1 ( z ) ⑧ 1 ( 2 ) O … ⑧ 1 (

、 一 1 ) ⑧ e (
, , i + 1 ) ⑧ 1 ( 、 十2 ) ⑧ … ⑧ 1 (

。
) ( 6 )

一省
( 。 1⑧ , 1 + 。 Z o a ’ +

;
_

; 、

1
月

乞
. , :

_
J 月

_
c o s w

一

囚 “ “

) + 百
c o s ,

’

1 一 百
s , n 刀气“

`

囚 1 一 1 囚 “ 一

)

这里 , 是自由参数 ( q 二 vez )
,

少 为泡利矩阵
, e :

是 1 一 尸
;
(
: 、 1 )的量子对应

,

满足所谓的 T e m p er
-

l e y
一

L i e b代数
。

定义 s
士 = 乙 (

”
) ( :

士

)
,

5 3 = 。 (
”
) ( : ’ )

,

不难证明哈密顿量城 是量子群 S矶 ( 2 )

不变的
,

即「州
,

5叭 ( 2 ) 〕二 o
。

从而顶角模型除了明显保证 自旋守恒的 U ( 1) 对称性以外还具

有 s 叽 ( 2 )量子群对称性
。

按同样的方法可以证明 5
.

0
.

5 模型 的 id ag on al
一
t 。

一

id ag on al 转移矩

阵给出与顶角模型同样的哈密顿量
。

从而我们可以得到这样的结论
,

可积格点模型是量子群

不变的
。

量子群生成元作用在格点的对角线上
,

其可 以解释为量子群自旋
一

12/ 表示 的直积
。

量子对称性方法把可积格点模型的解映射为一组藕合代数方程 〔7〕
。

这就使得求解格点模型

变得简单易行
。

3
.

3 共形场论

共形场论最小模型的库仑气体形式由无穷远处存在背景荷 2 口 。
的无质量标量场 价给 出

。

利用屏蔽流 J ( 二 )
,

定义 s1[ 屏蔽算子 x 三

X 巫Va ( z )
1 「

= 丁一一一代几 1 d U
+ V八 z )

1 一 q
士 ` J G

( 7 )

这里 q , 一 。 2 !

试
,

适当选择的积分路径使得屏蔽算子为一 i n t er t w i n er
。

再引进算子 k * ,

无士
砚 ( z ) = e x p ( 一 2 1二。 士 少

。
刁中)砚 ( z )

可以自然得到最小模型对应的量子群 oB er l 子代数

[ X 率
,

X 二3 = o
,

[乏
、 ,

无
一

」= o
,

掩* x 至无至` = g 二` x 二
,

无士 x 王无至` = 一 x 采 ( 8 )
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我们利用屏蔽算子在 v i ra so ro 代数下的变换性质定义 x 至的对偶 X工
。

x 王与 k 士给出最小模

型量子群结构的另外一个 Bo re l子代数
,

[X 丰
,

X 士] = o
,

k 土 x 土无王
` = g * x 圭

,

无士 x 幸泥至
, = 一 x

X土X 王一 q 士 X 三X工=
1 一 k不2

1 一 叭
l ’

X土X 豪一 q 士 X 于X立二 0
( 9 )

定义算子 X 二在普通乘积空间 Vo ( 二 1 )巧 ( 2 2 )的作用为 oH
p f 代数的余乘运算

。
k *
的余乘运

算由屏蔽流 J
士
与顶角算子 Va ( )z 的辨子性质给出

。

而 由 vi ar os or 算子可以得到 x 土的余乘

运算
△ ( x 至) = x 王⑧ 1 + 乏三`② x 二

,

。 (乏士 ) = 无士⑧无士
,

△ ( x 土) = x 圭⑧ 1 + 秃王`⑧ x 圭 ( 1 0 )

余乘以外的其他 oH fP 运算形式为
。 ( k * ) = 1

,

S ( k 土 ) = k王`
,

。 ( X 三) = 0 = 。 ( X 土

S ( X 巫) = 一 k 士 X 二
,

S (X 土) = 一 k 士 X工
( 1 1 )

A nt iop de 实质上是一个路径反运算
,

而余单位为一路径湮灭映射
。

k * ,

x 王与 x 上生成的量子

群代表了最小模型的量子对称性结构
。

利用几乎完全相同的方法
,

我们可以研究 w z N w 模

型的更一般的量子对称性结构
。

.3 4 分子谱

考虑振转藕合后
,

一般形式的双原子分子振转谱由 D un ha m 展开式 〔9 1描述

:
, 、 b

一 ( V ,

J ) 一 , · 艺、 ( V +

告
) 、 ( , ( J + 1 ) )

J

( 1 2 )

一个成功的分子谱理论至少应该正确地导出 D un ha m 展开式的几个主导项
,

给出分子波函数

的形式
,

并有严格的跃迁选择定则
。

事实上
,

同时满足这几个条件并非一件容易事情 〔̀ “ 〕
。

具有量子对称性的振动谱由哈密顿量 、
一 v i b 〔一告

( a异
。 十 a * ; )

h ` F

vib 〕 描述
。

形变谐

振子满足量子谐振子群 城 ( 4 )
。

由量子谐振子群表示可以得到分子振动波函数 必
。

( x ) 二

从 vH ( x)
。 一

xz/
2 。

该波函数给出振动谱的严格跃迁选择定则
。

由量子谐振子群得到的振动谱

为

: 。 一 v ib ( V ) 一

合
(。V + 1 + 。 , 〕。 + 〔V + 。 y 〕。 ) h

一
h e v v山 亘鱼业业

+

2 5`n h`
晋

,

c o s h`“ ’
(二合)

·

y s i n h (沙 ) 1
.

1 \ 2
.

y Zco s h (沙 )

一
-气二~ -

一
I V 下 气 ;

.

1 下

—
乙 \ 乙 / o

1
V 十 下丁

乙

+ …
, c三 b y ( 1 3 )

具量子对称性的转动哈密顿量为 从
一

。 , 一

藕
( J

’
一

J
`

一 〔J、」
。 〔J、十 1〕。 )

。

量子群 s 、 2 )的

表示给出转动谱的波函数 必MJ ( x) = 妈材 ( 0
,

协)
。

此波函数给出严格的转动跃迁选择定则
。

而

转动谱由 C as im ir 算子在该表示中的取值得到

二 = 鱼二 r ; l r ; + 1 1 _

一 q 一

or
t

s 汀
乙 I

“ “ “ q “ `
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1 ,
.

1 一 下二 了
一
十

O

7

3 6 0

, `

) , ( ,
+ : ) + 了 2

(粤
一

羔
, ,

) ( J ( J
+ 1 ) ) , +

/ \ J , u /

了才,...、、
尹

!
、

一rl

h一犷
一O八

2 y 4

全六
~

( J ( J
件 J

+ 1 ) ) 3 + … ( 14 )

振转祸合谱由下面具量子对称性的哈密顿量描述

、
一 、 ; 、 _

r 。 , 一

冬(
。

:
` , ) 。

。
( , 、 十 。 。

( ; ) 。

二
〔了。 ) 、

。 , 二、、 、

共
( ,

一

J
+ 十 ,

3 ( , 。 + 1 ) ) ( 1 5 )
, 1
一

1 、 、

` 。 盯
一 I

量子化参数 q 不再是一个常数而是依赖于 J 的函数
( )

量子群直积 风
( , ) ( 4 )⑧ S U ( 2 )的表示给

出振转藕合波函数 必
。 (: ) 一

v lb 一
。

t

( 二
,
二 ) 一 N

。

场 (。
,

幻 vH ( x ) 。
一

扩2/
。

严格的振转跃迁选择定

则由该波函数给出
。

量子对称性方法给出的振转藕合谱为
一 一 1

. ,

l
, _ 、

1 1
, ,

八 、 h Z , , ,
.

二 、

E 二 E (、 + , 。 ;卜 万二下
丁二丁不 下石万 s i n h ,了 ( J ) } v + 令 + c ( J ) 1 1+ 只竺兮习 ( J + 1 ) ( 1 6 )

~
-

一 , ,

“
v , b Z s i n h (下 ( J ) / 2 )

` ’

“ “
`

、 “
“ ’

\
一

’

2
’

` 、 “ `

/ / 8二
z

厂
、 “ 一 `

这样
,

我们就得到了双原子分子振转谱的量子对称性描述
。

4 几点评注

自量子群理论建立至今不过十年多的时间
,

物理学与数学家们从不同的侧面对量子群理

论进行了广泛的研究 ! “ ]
。

量子群的表述形式也有多种
。

对这样一个正在迅速发展 的理论做

详尽的评述几乎是不可能的
。

这里
,

我们尽量简单地用也许不太严格的语言向范围比较广泛

的读者介绍量子群的引入背景与研究量子对称性所必须的量子群理论
,

几乎没有讨论量子群

的表示论
,

特别是量子化参数为单位根时的表示论
,

是件令人遗憾的事情
。

量子群理论建立不

久
,

物理学家就注意到量子对称性研究的潜在价值
。

即使最初的热潮过去之后
,

依然可以看到

各方面取得的不断进展
。

正是量子对称性的研究使得量子群理论 突破 了可积系统 的原来框

架
,

而被赋予各种不同的物理含义
。

在动力系统中
,

量子对称性是保持运动方程协变的隐含对

称性 ;量子群被用来构造与求解格点模型 ;共形场论提供量子群的几何解释 ; 而具量子对称性

的光谱理论与实验很好地符合
。

当然
,

这些并非量子对称性的全部
,

很多重要的进展这里都没

有涉及
,

特别是我们没有讨论 Y an ig an 与量子仿射对称性
。

最近的工作表明
,

高温超导理论

中广泛研究的 H ub b ar d 模型具有 Y an g ian 对称性
,

而量子仿射群的表示论是计算格点模型关

联函数的有效方法
。

有关这方面的研究正在迅速取得进展 [’ 2〕
。

我国物理与数学家在量子群与量子对称性方面取得了很多有影响的成果
。

老一辈科学家

不但是这方面研究的骨干力量
,

而且不惜余力地培养支持青年人迅速进人研究的前沿
,

形成

国际上这方面研究的一支重要力量
。

此外
,

还要感谢各方面特别是国家 自然科学基金委员会

的大力支持
。
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